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Общая характеристика работы
Актуальность работы
Диссертация посвящена анализу сложного поведения в динамических
моделях с гистерезисными нелинейностями, а также в моделях с сингуляр-
ными возмущениями.
Модели с гистерезисными элементами часто возникают при решении
задач физики, механики, экономики и др. Основы математической теории
систем с гистерезисом, трактующей гистерезисные нелинейности как опе-
раторы или преобразователи с пространствами состояний, были созданы в
70-80-х годах прошлого века М.А. Красносельским и его коллегами. Пред-
ложенное единое математическое описание, охватывающее многие фено-
менологические модели гистерезиса и нелокальной памяти, позволило раз-
вить эффективные методы качественного и численного исследования моде-
лей с гистерезисными элементами. Математические модели таких сложных
систем, как правило, одновременно включают дифференциальные уравне-
ния и операторные соотношения между частью переменных; их исследова-
ние, в основном в случае простых гистерезисных операторов типа реле и
люфтов, берет свое начало в классических работах по теории управления и
теории колебаний. Теория гистерезиса и ее приложения подробно изучена
в работах М. Брокате, А. Визинтина, М.А. Красносельского, П. Крейчи,
И. Майергойза, А.В. Покровского и других авторов.
В настоящее время свойства различных классов гистерезисных опера-
торов достаточно хорошо изучены, включая непрерывность и липшице-
вость в функциональных пространствах, монотонность и др.; к важным
общим свойствам относится физическая реализуемость, то есть независи-
мость значений оператора от будущего, и коммутативность с монотонными
преобразованиями времени: при изменении скорости изменения входа точ-
но так же меняется скорость изменения выхода. В то же время вопросы,
относящиеся к различным аспектам динамики систем с гистерезисом и,
в том числе, колебаниям и бифуркациям, остаются открытыми. Их изуче-
ние осложняется тем, что гистерезисные операторы не обладают свойством
дифференцируемости и могут иметь сложные пространства состояний. К
таким операторам относится оператор Прейсаха, возникающий при моде-
лировании электронных осцилляторов с ферромагнитными элементами, а
также в гидрологических моделях проникновения осадков в почву, кото-
рые изучаются в настоящей работе. Подобные вопросы рассматривались
также в работах В.С. Козякина, М.А. Красносельского, А.М. Красносель-
ского, Н.А. Кузнецова, Д.И. Рачинского, М.Е. Семёнова и др.
Другим типом широко используемых на практике динамических моде-
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лей являются модели с сингулярными возмущениями. Такие модели при-
меняются для анализа аэрокосмических, электрических, электромеханиче-
ских, энергетических, роботехнических, химических, биохимических, био-
логических, экономических и др. систем. Первые результаты по теории
сингулярно возмущенных систем получены А.Н. Тихоновым. Дальнейшее
развитие теория получила в работах Д.В. Аносова, В.Ф. Бутузова, А.Б. Ва-
сильевой, М.И. Вишика, В.М. Волосова, С.А. Ломова, Л.А. Люстерни-
ка, С.А. Кащенко, Н.Н. Моисеева, Б.И. Моргунова, Е.Ф. Мищенко, Р. Е.
О’Молли, Н.Х. Розова, Ф. Хауэса, К. Чанга и многих других авторов.
Поток публикаций, посвященных теории и приложениям сингулярно
возмущенных систем, непрерывно растет. При этом большое разнообра-
зие задач сочетается со сравнительно небольшим арсеналом применяемых
средств анализа. Большинство статей и монографий по указанной темати-
ке имеют в своей основе тот или иной метод построения асимптотических
разложений решений начальных или краевых задач. В то же время во
многих случаях необходимо следить за поведением всей системы, а не от-
дельных траекторий, решать задачи качественного исследования системы.
Для решения таких проблем представляется целесообразным привлекать
не только асимптотические, но и геометрические методы анализа. Геомет-
рический подход является более оправданным и в случае наличия в мо-
делях негладких нелинейностей, которые делают построение асимптотиче-
ских разложений затруднительным.
Геометрическая теория динамических систем находит свои истоки в ра-
ботах А. Пуанкаре и А.М. Ляпунова. Большое распространение получил
метод интегральных многообразий, связанный с изучением целых классов
решений. Основы теории интегральных многообразий были заложены в
работах Н.Н. Боголюбова и Ю.А. Митропольского. Основные результаты
по теории интегральных многообразий изложены в фундаментальной мо-
нографии Ю.А. Митропольского и О.Б. Лыковой. Для исследования син-
гулярно возмущенных систем дифференциальных уравнений метод инте-
гральных многообразий применялся в работах Я.С. Бариса, К.В. Задира-
ки, Ю.А. Митропольского,Ю.И. Неймарка, В.А. Соболева, В.В. Стрыгина,
В.И. Фодчука, Д. Хенри и других авторов.
Важным объектом в моделях с сингулярными возмущениями являются
траектории-утки, которые проходят сначала вблизи притягивающей ча-
сти медленной поверхности модели, а затем продолжают движение в тече-
ние некоторого времени вдоль отталкивающей части медленной поверхно-
сти. Траектории такого типа применяются для решения задач биологии,
механики, химии, экономики и электроники. Исследование траекторий-
уток для различных классов систем проводилось в работах В.И. Арнольда,
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Г.Н. Горелова, Ю.С. Ильяшенко, А.Ю. Колесова, Ю.С. Колесова, Е.Ф. Ми-
щенко, А.Н. Покровского, Н.Х. Розова, В.А. Соболева, Е.А. Щепакиной и
др.
В настоящей работе предлагается новый геометрический метод анали-
за периодических и хаотических траекторий-уток в моделях с сингуляр-
ными возмущениями, основанный на теории вращения векторного поля.
Данный метод позволяет обойти трудности, связанные с наличием в моде-
лях негладких нелинейностей. В качестве примера изучается электронный
генератор шума. Основное внимание уделяется периодическому и хаотиче-
скому поведению.
Цель диссертационной работы
Основной целью данной работы является разработка геометрических
методов анализа сложного поведения в различных динамических моде-
лях. Для модели электронного осциллятора с гистерезисным элементом
доказывается существование бифуркации Андронова–Хопфа и непрерыв-
ных ветвей периодических решений. Для модели проникновения осадков
в почву доказывается существование и единственность решений и разра-
батывается численный алгоритм их построения. Для модели электронного
генератора шума с сингулярными возмущениями и негладкими элемента-
ми доказываются теоремы о существовании и локализации периодических
и хаотических траекторий-уток.
Методы исследования
В работе используются методы теории обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, функционального анализа, теории гистерезиса, численные
методы исследования сложных явлений нелинейной динамики, идеи тео-
рии сингулярных возмущений. Алгоритмы для численных расчетов были
реализованы с помощью компьютера.
Научная новизна
В представленной диссертационной работе впервые получены следую-
щие результаты.
1. Доказаны новые теоремы о бифуркациях Андронова–Хопфа и суще-
ствовании непрерывных ветвей циклов в системах операторно-диф-
ференциальных уравнений с оператором Прейсаха под производной.
Предложен численный алгоритм построения ветвей циклов для таких
5
систем. Полученные математические результаты продемонстрирова-
ны на примере модели электронного осциллятора с гистерезисной ин-
дуктивностью.
2. Доказаны существование и единственность решений дифференциаль-
ных уравнений с оператором Прейсаха под производной и разрывной
по времени правой частью. Разработан алгоритм численного решения
таких уравнений. Алгоритм продемонстрирован на примере модели
проникновения осадков в почву.
3. Предложен метод локализации периодического и хаотического пове-
дения траекторий-уток в сингулярно возмущенных системах обыкно-
венных дифференциальных уравнений с негладкими нелинейностя-
ми. Полученные математические результаты продемонстрированы на
примере модели электронного генератора шума.
4. Результаты о существовании определенных типов сложного поведе-
ния в моделях с сингулярными возмущениями обобщены на случай
моделей с числом медленных переменных более двух.
Теоретическая и практическая ценность
Математические результаты диссертации позволяют производить ка-
чественное исследование сингулярно возмущенных систем дифференци-
альных уравнений с негладкими нелинейностями, а также операторно-
дифференциальных уравнений. Разработанные методы локализации слож-
ного поведения могут быть использованы для моделирования и расчета
явлений различной природы, так как имеют универсальный характер. Ре-
зультаты численного исследования моделей гидрологии, рассмотренных в
диссертации, имеют практическое значение, так как могут быть исполь-
зованы для определения динамики процесса проникновения воды в почву
в зависимости от интенсивности осадков. Результаты исследования элек-
тронных схем могут быть использованы для выбора определенных режи-
мов функционирования этих схем, важных с точки зрения конкретных
практических задач.
Апробация работы
Материалы диссертации докладывались на международных конферен-
циях по разнотемповым процессам и гистерезису MURPHYS-2006 (г. Корк,
Ирландия, апрель 2006 г.) и MURPHYS-2008 (г. Корк, Ирландия, апрель
2008 г.), международном симпозиуме по гистерезису и микромагнитному
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моделированию (HMM-07, г. Неаполь, Италия, июнь 2007 г.), на генераль-
ной ассамблее Европейского Геофизического Союза (EGU-2008 General Uni-
on, г. Вена, Австрия, апрель 2008 г.), на Х международном семинаре им.
Е.С. Пятницкого «Устойчивость и колебания нелинейных систем управле-
ния» (г. Москва, июнь 2008 г.).
Результаты обсуждались на научных семинарах кафедры прикладной
математики университета г. Корк (Ирландия) и семинарах кафедры при-
кладной метематики СГОУН.
Публикации
По теме диссертационной работы опубликовано 14 работ, в том числе
6 статей в изданиях из списка ВАК и из международного списка Science
Citation Index Expanded, 4 статьи в других международных научных жур-
налах, 2 препринта и 2 тезисов докладов. Из совместных публикаций в
диссертацию включены результаты, полученные автором.
Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из введения, 4 глав, заключения, 1 приложения и
списка литературы из 115 наименований. Объем диссертации — 123 стра-
ницы.
Краткое содержание работы
В первой главе приводятся основные факты из теории систем с ги-
стерезисом, теории сингулярных возмущений и теории хаотического по-
ведения. Приводится определение оператора Прейсаха и рассматриваются
его основные свойства. Для сингулярно возмущенных систем дифферен-
циальных уравнений рассматривается понятие траекторий-уток. Наконец,
приводятся основные определения и теоремы, связанные с динамическим
хаосом.
Во второй главе изучается поведение решений в динамических моде-
лях, состоящих из дифференциального уравнения и гистерезисного входно-
выходного соотношения. Сначала рассматривается модель электронного
осциллятора ван дер Поля с ферромагнитным сердечником в катушке ин-
дуктивности. Электронная схема, реализующая такой осциллятор, состоит
из LCR-контура и цикла отрицательной обратной связи, который может
быть построен либо на основе триода, как в классической модели, либо
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туннельного диода. Наличие ферромагнитного сердечника приводит к ги-
стерезисной зависимости между магнитной индукцией B и магнитным по-
лем H , которая моделируется с помощью оператора Прейсаха. Уравнения,
описывающие такой осциллятор, имеют вид
(x+ aPx)′ = y, y′ = −k1x+ k2y − k3y
3. (1)
Особое внимание уделяется случаю k3 = 0, когда правая часть уравне-
ния линейная. Рассмотрим следующее обобщение уравнения (1) с линейной
правой частью:
(z + cPx)′ = A(λ)z, x = 〈b, z〉, z ∈ RN . (2)
Здесь с помощью штриха обозначается производная по времени; P =
P [t0, η0] — оператор Прейсаха; A(λ) — квадратная матрица порядка N ,
гладко зависящая от скалярного параметра λ; вход x = x(t) нелинейности
Прейсаха связан с фазовой переменной z = z(t) при помощи скалярного
произведения 〈·, ·〉 в RN . Предполагается, что векторы b, c ∈ RN удовле-
творяют соотношению 〈b, c〉 > 0. Каждое начальное условие z(t0) = z0 и
начальное состояние η(t0) = η0 нелинейности Прейсаха определяют един-
ственное решение z(t) системы (2), продолжимое на бесконечный проме-
жуток t > t0 и непрерывно зависящее от z0, η0. Непрерывное решение z(t)
может быть не везде дифференцируемым, но удовлетворяет уравнению
везде, то есть функция z(t) + cPx(t) непрерывно дифференцируема. За-
метим, что z ≡ 0 является решением системы (2) при каждом значении
параметра λ.
Для уравнения (2) получены локальные теоремы о бифуркации Анд-
ронова–Хопфа из состояния равновесия и из бесконечности и условия, га-
рантирующие существование глобальной ветви циклов, соединяющей со-
стояние равновесия и бесконечность. При этом используются следующие
слабые определения бифуркаций: λ0 называется точкой бифуркации Анд-
ронова–Хопфа из нулевого положения равновесия (бесконечности), если
система имеет сколь угодно малые (большие) циклы при некоторых значе-
ниях λ, сколь угодно близких к λ0.
Теорема 1. Пусть матрица A(λ) имеет пару простых собственных зна-
чений u(λ) ± iv(λ). Пусть u(0) = 0, u′(0) 6= 0, v(0) > 0, и пусть числа
inv(0) не являются собственными значениями матрицы A(0) при n =
0,±2,±3, . . . Тогда λ0 = 0 — это точка бифуркации Андронова–Хопфа из
нулевого положения равновесия системы (2).
Теорема 2. При выполнении условий теоремы 1 точка λ0 = 0 бифуркации
из положения равновесия — это также точка бифуркации Андронова–
Хопфа системы (2) из бесконечности.
8
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда найдется такое
α > 0, что при 0 < ‖c‖ < α система (2) имеет непрерывную ветвь цик-
лов, соединяющую бифуркации Андронова–Хопфа из нулевого положения
равновесия и из бесконечности при λ0 = 0.
Доказательство теорем 1 – 3 основано на сведении задачи о циклах си-
стемы (2) к задаче о неподвижной точке построенного специальным обра-
зом вполне непрерывного оператора B. Существование неподвижной точки
у оператора B устанавливается с помощью теории вращения векторных по-
лей для теорем 1 – 2 и с помощью принципа сжимающих отображений для
теоремы 3.
Далее рассматривается гидрологическая модель проникновения осад-
ков в почву. Модель состоит из обыкновенного дифференциального урав-
нения первого порядка с гистерезисной засисимостью между переменными.
Как и ранее, гистерезис представлен в виде оператора Прейсаха. Особен-
ностью модели является наличие разрывов по времени в правой части,
возникающих в те моменты, когда осадки начинаются или прекращаются,
а также при изменении их интенсивности.
y′(t) = f(t, x(t)) + g(t) = F (t, x(t)), (3)
y(t) = P [η(t)]x(t),
где x(t) и y(t) — вход и выход оператора Прейсаха P с переменным состоя-
нием η(t), функция f(t, x) непрерывно дифференцируема по t и x, а функ-
ция g(t) непрерывно дифференцируема, за исключением точек T = {τi}, в
которых определены и ограничены значения g(τi − 0), g(τi + 0), g
′(τi − 0),
и g′(τi +0), но g(t) или g
′(t) могут иметь ограниченные разрывы в τi. Так-
же предполагается, что любой ограниченный интервал содержит конечное
число точек τi.
Разрывы по времени в правой части уравнений вида (3) приводят к воз-
никновению локальных сингулярностей. Поэтому в настоящей работе раз-
работаны специальные методы численного построения решений уравнений
этого вида, а также доказаны теоремы о существовании и единственности
их решений. Кроме того, отдельная теорема описывает поведение решения
в окрестности справа от точек τi.
Теорема 4. Пусть для t∗ ∈ T выполнено неравенство F (t∗ − 0, x∗)F (t∗ +
0, x∗) < 0. Тогда решение x(t) имеет неограниченную правостороннюю
производную в точке t∗, и существуют такие δ˜ > 0 и C > 0, что при





∣∣∣∣∣ ≤ C(t− t∗), (4)
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где
F∗ = F (t∗ + 0, x∗), µ∗ = µ(x∗, x∗), x∗ = x(t∗).
Также предлагаются явные формулы для оценки констант C и δ˜.
Теорема 4 была использована для разработки численного алгоритма
построения решений задачи (3). Проведен ряд численных экспериментов с
использованием данных измерений количества осадков и других гидроло-
гических величин на участке почвы в Керри, Ирландия. Результаты моде-
лирования сравниваются с данными о содержании воды в почве, получен-
ными на том же участке.
Третья глава посвящена геометрическому методу локализации и стро-
гого анализа периодических траекторий-уток и хаотического поведения в
моделях с сингулярными возмущениями и кусочно-линейными элемента-
ми. Предлагаемый геометрический метод позволяет преодолеть трудности,
возникающие при изучении негладких моделей с помощью традиционных
методов «chasse au canard». Разработанный подход применим к целому ря-
ду динамических моделей и позволяет установить наличие периодических
и хаотических решений, каждое из которых является траекторией-уткой.
Метод обеспечивает топологическую устойчивость таких периодических
траекторий: они сохраняются, когда рассматриваемая модель подвергает-
ся слабым возмущениям. В то же время, эти траектории не обязательно
являются устойчивыми по Ляпунову, но стандартные алгоритмы контроля
с помощью обратных связей позволяют стабилизировать такие решения.
В качестве примера рассмотрен электронный генератор шума Кияшко–
Пиковского–Рабиновича, который представляет собой модификацию гене-
ратора ван дер Поля с туннельным диодом, включенным параллельно с
индуктивностью. Уравнения, описывающие работу генератора, имеют вид
x˙ = (γ − (y − α)2)(x + v1)− rA(z + v1 + y − α),
y˙ = (x + v1)/rA,
εz˙ = x+ |z|,
(5)
где ε — малый параметр. Рассмотрим быстро-медленную систему диффе-
ренциальных уравнений, обобщающую уравнения модели (5).
x˙ = f(x, y, z),
y˙ = g(x, y, z),
εz˙ = x+ |z|.
(6)
Здесь x, y, z — скалярные функции времени, ε — малый положительный
параметр, и f , g — скалярные функции. Будем обозначать решения этой
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системы через wε(t, t0, x0, y0, z0), wε = (xε, yε, zε), где начальные условия
заданы в виде x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0.
Подмножество фазового пространства, на котором производная z˙ быст-
рой переменной равна нулю, называетсямедленной поверхностью системы
(6). В данном случае медленная поверхность состоит из двух частей: при-
тягивающей полуплоскости Pa и отталкивающей полуплоскости Pr.
Pa = {(x, y, x) : x < 0}, (7)
Pr = {(x, y,−x) : x < 0}. (8)
Кривая разворота, разделяющая притягивающую и отталкивающую полу-
плоскости, имеет вид
L = {(0, y, 0)}. (9)
Траектории, проходящие сначала в малой окрестности притягивающей
части медленной поверхности и продолжающие движение в течение неко-
торого времени вдоль ее отталкивающей части, называются траектория-
ми-утками. Нас интересует поведение траекторий именно такого типа.
Рассмотрим вспомогательные уравнения, описывающие динамику си-
стемы вблизи медленных полуплоскостей (7) и (8) при ε→ 0.
x˙ = fa(x, y) = f(x, y, x),
y˙ = ga(x, y) = g(x, y, x),
(10)
и
x˙ = fr(x, y) = f(x, y,−x),
y˙ = gr(x, y) = g(x, y,−x),
(11)
Введем обозначения wa(t, t0, x0, y0) и wr(t, t0, x0, y0) для решений вспомо-
гательных систем (10) и (11) соответственно, wa = (xa, ya), wr = (xr, yr), с









дем обозначать решение системы (10), удовлетворяющее начальному усло-






r ) решение системы (11) с
тем же самым начальным условием. Будем предполагать, что система (6)
удовлетворяет следующим условиям.
Условие 1. Функции f и g из правой части (6) ограничены на всем про-
странстве R3 и удовлетворяют везде условию Липшица с константой
λ.
|f(x, y, z)|, |g(x, y, z)| < M,
|f(x2, y2, z2)− f(x1, y1, z1)| ≤ λ(|x2 − x1|+ |y2 − y1|+ |z2 − z1|).
(12)
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Условие 2. Выполнены соотношения
f(0, 0, 0) = 0, g(0, 0, 0) > 0, y · f(0, y, 0) < 0.
Условие 2 обеспечивает существование такого конечного временного ин-
тервала (Ta, Tr) ∋ 0, что
x∗a(t) < 0 для Ta < t < 0, x
∗
r(t) < 0 для 0 < t < Tr.
Кроме того, условие 2 ограничивает область возможного пространствен-
ного положения траекторий-уток системы (6): такие траектории проходят
сперва вблизи притягивающей полуплоскости (7) на интервале ta < t < 0,
а затем вдоль отталкивающей полуплоскости (8) при 0 < t < tr. Для того,
чтобы произошло переключение между этими двумя движениями, такая







a(t))} ⊂ Pa (13)







r(t))} ⊂ Pr (14)
при положительных значениях времени. При этом траектории-утки прохо-
дят вблизи начала координат, где кривые Γa и Γr встречаются при t = 0. С
помощью стандартных методов легко увидеть, что такие утки существуют
на любом временном интервале [ta, tr] ⊂ (Ta, Tr), где ta < 0 < tr, если ε > 0
достаточно мало.
Для существовании в системе (6) периодических уток нужны дополни-
тельные условия. Вышеприведенный аргумент показывает, что периодиче-
ские траектории-утки должны иметь отрезок быстрого движения из малой
окрестности некоторой точки на кривой Γr в малую окрестность кривой
Γa; такое движение, следовательно, почти вертикально (т.е. почти парал-
лельно оси z). Говоря более точным языком, если существует предел пери-
одических траекторий при ε→ 0, то соответствующая предельная кривая
с необходимостью имеет вертикальный отрезок, соединяющий кривые Γr
и Γa. Следующее условие обеспечивает возможность таких вертикальных
прыжков.
Условие 3. Траектории w∗a(t) и w
∗
r (t) систем (10) и (11) пересекаются,




∗, y∗a(τ) = y
∗




Ta < τ < 0 < σ < Tr.





∗, y∗) 6= 0.
Следующая теорема устанавливает существование периодической тра-
ектории-утки в системе (6) при выполнении условий 1–3.
Теорема 5. При каждом достаточно малом ε > 0 система (6) имеет
периодическое решение. Минимальный период Tmin этого решения прибли-
жается к σ − τ при ε→ 0.
Показано, что периодическая утка проходит через малую окрестность
точки (x∗, y∗, 0), причем диаметр этой окрестности стремится к нулю при
ε стремящемся к нулю.
Метод доказательства теоремы 5 заключается в сведении задачи о на-
хождении периодических траекторий системы дифференциальных урав-
нений к задаче о неподвижных точках вспомогательного оператора W ,
полученного модификацией отображения Пуанкаре системы (6). На спе-
циально выбранном множестве Π неподвижные точки этого оператора со-
ответствуют периодическим траекториям-уткам исходной системы. Далее
доказывается, что величина γ(I−W,Π), представляющая из себя вращение
векторного поля I−W на множестве Π, отлична от нуля. В соответствии с
теорией вращения векторного поля отсюда следует существование особой
точки у отображения I −W , или что то же самое, существование непо-
движной точки у W , из чего вытекает утверждение теоремы.
Для применения теории вращения векторных полей к анализу хаотиче-
ского поведения траекторий-уток были совмещены схема П. Згличинского
и метод топологического отслеживания траекторий. Особо отметим тот
факт, что полученные в настоящей работе результаты не требуют прове-
дения части доказательств на компьютере, в отличие от типичных прило-
жений упомянутой выше схемы.
Чтобы траектории-утки вели себя хаотически, они должны иметь нес-
колько участков быстрого движения из малой окрестности некоторой точ-
ки кривой Γr в малую окрестность кривой Γa. Как и у периодических уток,
это быстрое движение почти вертикально, то есть почти параллельно оси z.
Следующее условие обеспечивает возможность таких вертикальных прыж-
ков.
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Условие 4. Траектории w∗a(t) и w
∗
r (t) систем (10) и (11) дважды пере-
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Ta < τ1, τ2 < 0 < σ1 < σ2 < Tr.
Моменты времени τ1 и τ2 могут идти в любом порядке, потребуем толь-
ко, чтобы τ1 6= τ2.







































Следующая теорема устанавливает существование хаотического пове-
дения в системе (6) при выполнении условий 1–4.
Теорема 6. Если α достаточно мало, то существуют множества Πi ∋
(x∗i , y
∗
i ), i = 1, 2, такие что для каждого достаточно малого ε > 0 отоб-
ражение Пуанкаре P системы (6) является {Π1,Π2}-хаотическим.
Теорема 6 также обобщается на случай, когда количество пересечений
кривых w∗a(t) и w
∗
r (t) равно K ≥ 2. Доказательство теоремы 6 проводится
по тому же методу, что и для теоремы 5.
В четвертой главе геометрический метод анализа траекторий-уток
распространяется на модели с негладкими возмущениями. Роль таких воз-
мущений могут выполнять, например, малые шумы. Рассматриваются си-
стемы вида
x˙ = X(x, y, ε) + Xˆ(x, y, z, ε),
εy˙ = Y (x, y, ε) + Yˆ (x, y, z, ε),
(15)
где
x ∈ R2, y ∈ R1,
а ε > 0 — малый параметр. Будем предполагать, что правая часть системы
(15) удовлетворяет следующему условию.
Условие 5. Функция X непрерывно дифференцируема, Y дважды непре-
рывно дифференцируема, а функции Xˆ и Yˆ непрерывны и малы в равно-
мерной норме.
sup |Xˆ(x, y, z, ε)|, sup |Yˆ (x, y, z, ε)| ≪ 1.
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Таким образом, не предполагается существования каких-либо оценок на
производные функций Xˆ и Yˆ .
Рассмотрим невозмущенную систему
x˙ = X(x, y, ε), εy˙ = Y (x, y, ε). (16)
Точка (xc, yc) называется критической для системы (16), если выполнены
соотношения
〈X(xc, yc, 0), Y
′
x(xc, yc, 0)〉 = 0, (17)
Y (xc, yc, 0) = 0, (18)
Yy(xc, yc, 0) = 0. (19)
Это система трех уравнений с тремя неизвестными, поэтому в общем слу-
чае естественно ожидать, что у нее имеются решения. Без потери общности
можно считать, что критическая точка расположена в начале координат:
xc = yc = 0. Критическая точка называется невырожденной, если выпол-
нены следующие неравенства:
X(xc, yc, 0) 6= 0, (20)
Y ′x(xc, yc, 0) 6= 0, (21)
Y ′′yy(xc, yc, 0) 6= 0. (22)
Будем рассматривать только невырожденные критические точки. Отме-
тим, что невырожденность устойчива по отношению к малым возмущени-
ям правых частей (16).
Для изучения периодических траекторий-уток в полной системе (15)
рассмотрим сначала утки, проходящие через малую окрестность невырож-
денной критической точки невозмущенной системы (16). Следующая вспо-
могательная система описывает сингулярные пределы решений (16), лежа-
щие на медленной поверхности:
x˙ = X(x, y, 0), (x, y) ∈ S0. (23)
Здесь S0 — медленная поверхность системы (15), причем (x0, y0) ∈ S0.
Уравнения (23) также могут быть переписаны в виде
x˙ = X(x, y, 0), y˙Yy(x, y, 0) = −〈X(x, y, 0), Yx(x, y, 0)〉. (24)
В силу (19) эта система имеет особенность в начале координат. Поэтому для
существования и единственности решения (24), проходящего через начало
координат, требуется дополнительное условие. Чтобы его сформулировать,
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введем сначала систему координат (x1, x2, y) в трехмерном пространстве
пар (x, y). В этой системе ось x1 направлена по градиенту Y
′((0, 0), 0, 0),
а ось x2 ортогональна x1 и y. В системе координат (x1, x2, y) градиент
Y (x1, x2, y, 0) в начале координат принимает вид
Y ′(0, 0, 0, 0) = (ξ, 0, 0), ξ > 0, (25)
а система (16) вид
x˙1 = X1(x1, x2, y, 0),
x˙2 = X2(x1, x2, y, 0),
y˙ = Y (x1, x2, y, 0).
(26)
Из соотношений (25) и (17) следует, что
X1(0, 0, 0, 0) = 0. (27)
Принимая во внимание невырожденность критической точки в начале ко-
ординат, мы можем обеспечить выполнение неравенств
X2(0, 0, 0, 0) > 0, Y
′′
yy(0, 0, 0, 0) = ζ > 0, (28)
изменяя, если нужно, направление осей x2 и y.






(0, 0, 0, 0)Y ′′yy(0, 0, 0, 0)−X1
′
y(0, 0, 0, 0)Y
′′
x2y
(0, 0, 0, 0) < 0, (29)
X1
′
y(0, 0, 0, 0) > 0. (30)
Как и в главе 3, существуют жесткие ограничения на возможное место-
расположение траекторий-уток системы (16), проходящих вблизи начала
координат: такие утки должны лежать в малой окрестности кривой w∗(t)
на протяжении определенного интервала ta < 0 < tr. Если же утка являет-
ся периодической, то у нее должен быть интервал быстрого движения из
малой окрестности некоторой точки отталкивающей части кривой w∗(t)
до малой окрестности притягивающей части кривой w∗(t). Это быстрое
движение почти вертикально (то есть почти параллельно оси y). Если су-
ществует предел периодических уток при ε→ 0, то предельная замкнутая
кривая обязана содержать вертикальный отрезок, соединяющий притяги-
вающую и отталкивающую части кривой w∗(t). Следующее условие обес-
печивает существование участков быстрого вертикального движения.
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Условие 7. Двумерные кривые Γa и Γr, заданные формулами
Γa = {x
∗(t) : Ta < t < 0} , Γr = {x
∗(t) : 0 < t < Tr} ,
пересекаются, то есть существуют такие τ и σ, что
x∗(τ) = x∗(σ) = x∗, Ta < τ < 0 < σ < Tr.
Без ограничения общности можно считать, что y∗(τ) < y∗(σ). Потре-
буем также, чтобы
Y (x∗, y) < 0, y∗(τ) < y < y∗(σ).
Кроме того, это пересечение должно быть трансверсально, а именно,
вектора x˙∗(τ) и x˙∗(σ) должны быть линейно независимы. Чтобы упро-
стить рассуждения, дополнительно предположим, что кривые Γa и Γr
не имеют самопересечений.
Теперь можно сформулировать теорему о существовании периодиче-
ских уток в системах (16) и (15).
Теорема 7. Пусть выполнены условия 5–7. Тогда существуют ε0 > 0 и
λ > 0, такие что для любых ε < ε0 и любых Xˆ, Yˆ , удовлетворяющих
sup |Xˆ(x, y, z, ε)|, sup |Yˆ (x, y, z, ε)| < λ, (31)
система (15) имеет периодическое решение-утку, которое проходит че-
рез окрестность Bα(x
∗, y∗), где α→ 0 при ε0, λ→ 0. Минимальный период
Tmin этого решения стремится к σ − τ при ε0, λ→ 0.
Предположим теперь, что существует K ≥ 2 трансверсальных пересе-
чений (x∗i , y
∗
i ) кривых Γa и Γr. Тогда справедлива теорема о существовании
хаотических траекторий-уток.
Теорема 8. Пусть выполнены условия 5–7 с K ≥ 2 пересечениями. То-
гда существует семейство попарно непересекающихся множеств Πi ∋
x∗(τi), ε0 > 0 и число λ > 0, такие что при любых ε < ε0 и любых Xˆ, Yˆ ,
удовлетворяющих
sup |Xˆ(x, y, z, ε)|, sup |Yˆ (x, y, z, ε)| < λ,
отображение Пуанкаре P :
⋃
iΠi → R
2 системы (15) является {Πi}-хао-
тичным.
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Наконец, рассматривается обобщение на случай динамических моделей
с более чем тремя переменными, когда влияние остальных переменных на
трехмерную подмодель слабо. Рассматривается система
x˙ = X(x, y, ε) + Xˆ(x, y, z, ε),
εy˙ = Y (x, y, ε) + Yˆ (x, y, z, ε),
z˙ = Z(x, y, z, ε).
(32)
Здесь
x ∈ R2, y ∈ R1, z ∈ Rd,
а ε > 0 — это малый параметр. Возмущения Xˆ(x, y, z, ε) и Yˆ (x, y, z, ε) пред-
полагаются малыми по равномерной норме.
sup |Xˆ(x, y, z, ε)|, sup |Yˆ (x, y, z, ε)| ≪ 1.
Как и ранее, никаких ограничений на производные этих возмущений не
накладывается.
Показывается, что при выполнении определенных условий система (32)
имеет периодическую траекторию-утку, если такая траектория имеется у
невозмущенной системы (16). Также приводится результат о существова-
нии у системы (32) хаотических траекторий-уток.
В приложении приведены листинги программ для построения ветвей
циклов системы (1) и для решения уравнений типа (3).
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